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3542. g) A(4;0), B(0; 6), Zl)i(—4; 6) = n(3;2),3x +2y =12; b)4x -3y =-12;

c)6x—5y=30;d)6x+y=4; e)3x+5y=4; flx+y=a; g)x—y=a.

3543. A(a;0), B(0;b), AB(—a; b), n(b;a), bx + ay = ab, osszuk el a - b # 0-val =
X

y
= —+--=1
a b

3
3544. o =30° 60°, —45°, 0°; y=4x+ 7, y=/3x+7;, y=—=x+T,y="1.
3
3545. a)n(3;4), P(0;2), v(—4;3), tga =_Z’ a=-36,87° b)n(4;—1), P(3;0), v(1;4),

4
iga=4,a=7596" ¢ n(4-3), P(150),v(3:4), tga = -, @ =53.13" d)n(ﬁ;—1),

P(0; —4), a =60°% ¢) 3x + 4y =125, n(3; 4), P(15; 20), = —36,87°%

£ n(1;0), P(4;0), 2 =90% g) n(0; 1), P(0; =3), & = 0%

3546. )7 —-6=1,Prajtavan; b)2-1—1# 3, Pnincs az egyenesen; c¢) rajta van,

d) egyik sincs rajta; e) a (—2;0), (7;6), (10; 8) pontok rajta vannak.

3547. P koordinatdit az egyenes egyenletébe helyettesitve =5 —6=a = a = —11.
Pice=2a+3b=1 1 5 2 1

3548. a)P;E€:>7a+4b:1} ﬁa:_ﬁ,bzﬁ, b)a:7,b:_ﬁ,

=0 b—1
c)a =0, =7

3549. A feltétel szerinty =x =>x+3=0,x= -3, P(-3;-3).

15 (30 15
3550. y=—, P|-—; —
11 11° 11

3551. P (2;1), Py(—5; 1), Py(—12; =3).
3852. P,(x;6), Py —0), &+ 18=6=x=—3 dr—18=6=x=0, P,(~3;6), P,(6;~6).

3553. bx +ay=ab; 4b+2a =ab=b = - ,a#4.

a
3554. Az atlok egyenlete: x =0, y=0. A(5;0), B(0;4), C(=5;0), D (0; —4), 4x + 5y = 20;
4x £ 5y = —20. A(4; 0), B (0;5), C (=4;0), D (0; =5) = Sx £ 4y = 20, illetve 5x £ 4y = —20.

3555. Huzzuk meg az egyeneseket az adott pontokon at. a) A(4;0), B (0;3); b) (1;0), (0;3);
1
¢) [3; 0], (0;2); d)(2,0), (0;3); e (5:0), (0;8); ) (3;0), (0;3); g) (20;0), (0; =8).

50
3556. a) ¢t = 24 teriiletegység; b) = 59"

47 47
3557. n(5;3), F(4;9); a felez6 merdleges egyenlete: Sx + 3y = 47, P[—; O], Q{O; —]

c) 3 teriiletegység.

5 3
3558. Az ABC haromszog kozépvonalainak egyenesei felelnek meg.
Ay(9;-2), B,(1;3), C,(4;,—-3); Sx+8=29; B,C,(3;-6),2x+y=5; x—5y=10.
3559. Hax=0,y=2, ezért a legtavolabbi pont ordinataja 1 lehet. 4x < 1001 miatt x = 250,
P (250;1).
3560. y= ﬁ x. Hax €R, akkor y irracionalis.
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3561. Az A(a;0), B (0;b) pontokon adtmend egyenes egyenlete % + % = 1:>% + % =1=
4b 2
b3 T3

b,=2,a,=-8; b,=5,a,=10; by=7,a,=7; x—4=-8; x+2=10; x+y="7.
3562. A4-bol indul6 szogfelezd: 7x +y = 37. C-bdl induld szogfelezd:

(3/5 +2)x+(4/5 +11)y=23/5 +82.

B-bSl: (4,/5 —2)x+(3/5 +11)y=14/5 - 82.

3563. Tiikrozziik az A pontot az y tengelyre 4,(—2; 3). PA + PB = PA, + PB, ami akkor lesz

=4b + 3a =ab; a = ; b lehetséges értékei: 2; 5; 7.

4
3564. Tiikrozziik az A-t azx tengelyre. Az 4,(1; 3) pontot kapjuk. A,C + CB = AC + CB, mi-
nimalis, ha C az A, B-n van. 4, B(11; 11), n(1; —1),x —y =4,y =0, C(4; 0).

3565. B csicsot az x tengelyre tiikkrozve B’-t kapjuk. B’ az AC oldalegyenesre illeszkedik.

B'(5; 3), TB(Z; 1), n(1; =2),x =2y =—-1,y=0, C(—1; 0).
3566. Az adott egyenes egy pontjat P(4; —1)-t eltolva Q(8; —3) n(3; —4) = 3x — 4y = 36.

3567. (x+4)2+y2— (x—2)2+(y—6)2 =20 = 3x+4y=11.

., 3
minimdlis, ha P az A,B egyenesen van. 4, B(8; —7), n(7; 8), Ix +8y =10, x=0= P [0; —].

3568. Tiikrozziik azy tengelyt a P pontra = x = 6. Q(6; 0). @(3; =7),n(7;3) = Tx — 3y =42.

x oy 6 1 1+/5
3569. —+ =l=_ - =1=6b-a=6b=—" La=3(/5-1).

x oy 3 1 ab
3570. —+-=1=>—+—=1¢é—=8.3b+a=ab=>3b+a=16=b(16-3b)=16=
a b a b 2 A
=3b>—16b + 16 =0. by=4,a,=4% b2=§,a2=12. Innen: x +y =4, illetve x + 9y = 12.
3571. y=x, ha x€[1;2], y=—x, ha xe[-2; —1], illetve Ay -m
P|0; !
S 3
3 ) 1
3572. a)yzzx—l. A keresett egyenes egy pontja \ /
P0; -1 30 1 1
0; =1), m= e y= 1 x—1. ] s
I x+4 2 - 1 2 x
b) Tiikrozzik pl. a P(4;2) pontot C-re. 7= 1=x=-2,

y=10= P'(—2; 10). Mivel ¢’ | ¢, 3x — 4y = —46.
3573. e:y—4=m(x—7); hax=—-1=y=4-8m, F(—1;4 —8m). Az e egyenes x tengely-

4
4 7T——+7 1
re es6 pontja Q[7 -— O]. F a PQ felez6pontja # =—1=m= 7=
m

=ex—4+9=0.
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3574. 4B(-3;3,/3),n(/3; 1), 4B [3x+y=6/3. DE|4B [3x+y==63,
BCy=3/3, EF.y=—3/3; D—C>(3;3‘/§>,n(/§;_1)’/gx_y:_m/g,
FA|DC: /3 x-y=6/3.

9 3 1 3 —(3 17
3575. a) A,| , B , C1(2; 4). Asulyvonalak egyenlete: A4, |—; — B ,n(17; 3).

22202 2
s 1Tx+3y=72,5,: x =9 +8=0,s,: 4x + 3y = 20. A kozépvonalak: Z%)(—Z; —-6),n(3; —1),
27 3 3
3x—y=7+5=15; Sx+7y=38; 1lx + 5y =42; b)A,(1; —4), B,|4; _5]’

1
C, [— 1; - Bl . A sulyvonalak: 7x —y = 11,x — 16y = 28, 13x + 14y = —6;
A kozépvonalak: 5x — 6y =29, 9x + 4y = -7, 4x + 10y = 1.
3576. a) P(1; -9), Q(7; 6), R(3; —4). PR(2; 5), RQ(4; 10), RQ = 2 - PR, ezért egy egyenesen
vannak. b) R a PQ egyenesen van.

2a — Db a+b
3577. v,(b—a;a—Db),v,(2a —b; =b —a). b —a =—a_b:>a:2b.
3578. ¢ |BC FC’(Z; 4)=n(2-1),e: 2r—y =—4,
BC: 2x—y—1=0,
21-6-1] 5

d,=""———"=——=/5(~2,2m). Az dbran lathat6 derékszog(i haromszogek egybe-
J5 J5
vagdsdga miatt e, is megfelel. F(2; 3), Z})?(l; -3),n(31)=e3x+y=09,
3+1-9] 5 /10
d=d,= = =Y " (x1,6 m).
/10 /10 2

3579. A(—éﬁ; - 2), B(6 /3; —2>.Aszéregyenesek: y=+ é)ﬁ— 4.

6
Ay tg'}’ = 7, Y = 40,6, ﬁ = 83,1

6
3580. k =~ 2743 egység. m,=06 egység, igy tga = e a =56,3;

3581. Tiikrozziik B-t azx tengelyre: B,(—2; —3). B, A(7; 7),

n(1; —1), a beesd fénysugéar x —y = 1. P(1; 0), 1713(3; -3),n(1; 1), a
visszavert fénysugarx +y = 1.

3582. y = -2 aranyu O kozéppontu hasonldsig a B,(2; —4) pontot
A-ba viszi. P(0; 0).

3583. Szorzat akkor és csak akkor 0, ha valamelyik tényezGje 0.

3 1
y= B x vagy y=x+1,vagy y=2x+ Eegyenesek pontjai elégitik ki
a feltételt.

B(}




Az egyenes egyenletei 501

3584. Egyenespart akkor kaphatunk, ha a bal oldal két linedris kifejezés szorzata. Ha A = 4,
akkor (2x -I—y) 2(2x +y) —3 =0, ahonnan (2x +y — 3)(2x +y — 1) =0, tehat 2x +y = 3 vagy

2x+y=
3585, a) n,(1;-2),0y(3; =2),m, n=3+4=7|n,|= =/13,7=
n,-n, 7
=./5-,/13 cos(n,-n,)=cosw =|cosn, - n, | = = =w =29,74°
/7 \/7 ( 1 2) | 1 2| |n1"|n2‘ /ﬁ
b)49,4° ¢)45% d)56,3°% e)90°% f) 78,7°.g) n(A4,B,), = /A12+Blz;
A, A,+B,B
|n,|=/A4;+ B3 ,n;-n,=AA,+BB,, cosw = 1 515

J A+ B [ 43+ B
3586. AC felezbpontja F(5; 1), BD felez6pontja F,(5; 1), ezért a négyszog paralelogramma.

AC(18; 8)=n,(4; — 9), BD(12; — 8)=n,(2; 3), |n,| = /97 . |n,| = /13, n, m, = — 19.
P 57,6°
cosw =|— |=> w = 57,6°.
T3 o7

3587. Ha az egyenesek irdnyszoge o és 3, a két egyenes hajlasszoge ¢ =a — 8, m, =tg «,
m—m,

- _ _ T _
my=tgB.tgg=tg(a—f)=———=tgw =

1+mym,

1+mm, |
3588. 1) o = 18,43°, B =153,13°, ¥ = 108,44°. b) a = 67,6°, B =105,3°, y =7,1°.
3589. v =78,5".
3590. v =064,4°.

1
1 51 -1-3
3591. tga/=5,tgﬁ=—l, tgw = 1 =3.¢9=F-w, tgp = T3 =2, y=2x+4.
1_7
2
5
5 9t 7
o 9
3592. tga/=3,m1=tg(a/+45)= 3 =5=>7x—2y=—25,
S
5
ot 7
m,=tg(a — 45°) = s =T, ot y=8
1+
9
-1+J/3 4-2/3
3593. tga =1, tg(a + 60°) = f= f=2—/§,
1+/3 2
-1
tg(a—60°)=7f_2+[y (2+ﬁ)x—5 3 — 6, illetve

5
y=(2—ﬁ)x+5 3 —6.

3594. a) w = 72,4°. b) 65,2°.
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3 5
3 4 5 273 29
3595. m=—, m, —g,m3—g,m4=—§.tg(61,e4) 353
1—— —
4 3
4 3
375 Y |
tg(ez;e3)=712=?.tg(a+y)=0:>a/+7=180.
15

8596. Ha a csiicsok egész koordinatajti pontok, akkor az oldal négyzete: a® pozitiv egész

2
:”:aﬁ

irracionalis. Masrészt a haromszog befoglalhat6 olyan téglalapba, amelynek olda-

lai a koordinata-rendszer tengelyeivel parhuzamosak, csticsai egész szamok, igy teriilete is
egész. A téglalapnak a szabalyos haromszogon kiviili részeinek teriilete racionalis szamok, igy a
szabalyos haromszog teriilete is racionalis lenne, ami ellentmondas. Igy nem lehet minden cstics
egész koordinataju.
3597. x=4+2, y=7-3t
3598. A (0,1, j, k) koordinata-rendszerben az egyenes egyenletét egyértelmiien meghataroz-
za egy adott P(x,, y,, z,) pontja és egy v(a; b; ¢) irdnyvektora. Egy P(x,y, z) pont akkor és csak-
is akkor illeszkedik a P, ponton 4tmend v irdnyvektord egyenesre, ha PP = r — r, vektor, ahol
r a P pont és r, a P, pont helyvektora, parhuzamos a v vektorral. Ennek sziikséges és elégséges
feltétele, hogy r — r, = Av legyen, ahol A € R. Innen r = r,, + Av. Az egyenes paraméteres egyen-
letrendszere: x =x,+ Ada; y=y,+Ab; z=z,+Ac. a)x=1+54 y=-1+4 z=2-34
b)x=2A;, y=24;, z=—-A; ¢)x=2; y=3+A, z=4+24 d)x=7, y=-2; z=5+A.
3599. a)v(1; =3; 2), A(1; 2; =3). x=1+4; y=2-34; z=-3+24; b)v(-2; —4; 4),
A0;1;3).x=-24;, y=1—-44 z=3+4A
3600. a) A Py(2; —5;7) pont koordinatai kielégitik az egyenes egyenletét. Az egyenes para-
méteres egyenletrendszere: x =2 +24; y=—-54+34; z=7+64A. v(2; 3; 6). b) P,(0; —4; 5),
v(2;7;4); ) Py(0; 05 0), v(3; 5; 2).
1+3 y-6  1+3 =z+1 P L

i T s ST = BLIED.
3602. A hajlasszog az iranyvektorok hajlasszogével egyenld. v,(2; 3; 1), v,(3; 4; 5).

6+12+5

J14 - /50

3603. Legyen az s sik egy adott pontja P(x,, yy, 29), a P
helyvektora r,. Legyen a sik egyik normdlvektora
n(4; B; C) (n nem nullvektor!) P, és n a sikot egyértelm-
en meghatarozzak. Az r helyvektorua P(x, y, z) pont akkor
és csakis akkor illeszkedik a sikra, ha r — r, vektor merd-
leges az n vektorra. Ekkor n(r — r;) = 0. A felirt skaldris
szorzatot kifejezhetjilkk az n vektor és az r — r, vektor
(x = Xp;y — Yy z — 2,) koordindtaival: A(x —x,) +B(y —y,) +
+ C(z — z,) = 0. Innen Ax + By + Cz + D = 0, ahol

.7 D=—UAx,+By,+Cz). a)A=1,B=-1, C=2,x,=1,
Yo=5x=-T. x—-y+2z+18=0.b)x+y+z —-9=0.
3604. P,(2;5;5),n(0;0;1), z—5=0.

3601.

v, v, =|v| |v) cos ¢; cosgp = , @ =29,62°.

=V



Az egyenes egyenletei 503

3605. Eloszor meg kell hatarozni, példaul az A(1;0; 2), B(4; 3; —1), D(5; —2; 4) nem egy

egyenesre illeszkedS pontok altal kifeszitett sikot. Képezziik az AB(3;3; —3) és az

A—5(4; —2; 2) vektorok vektorialis szorzatat. (Valasszuk egyszertiség kedvéért az AB vektor-

ral egyiranya (1; 1; —1) koordinataju vektort és az AD vektorral egyiranyu (2; — 1; 1) koordi-
A AD

nataju vektort.) Ekkor = X - = 0-i— 3j — 3k. Tehat az ABD sikra mer6leges egyik nor-

malvektor koordinatait: (0; —3; —3), illetve (0; —1; —1). AzABD sik egyenlete azA(1; 0; 2) pont

és az n(0; —1; —1) normalvektor segitségével felirhaté: y + z = 2. Ezt az egyenletet a C csucs ko-

ordinatai is kielégitik, mert 0-0 + 3 — 1 = 2 igaz egyenl8ség.

3606. a)n(2; 5; —4), P(—2;3;0); b)n(2; —11; 0), P(20; 3;z); z€R; c)n(6; 0; 0), vagy
13

példaul n*(1; 0; 0), P[?; v; z] ¥y zeR

3607. a) A sik normélvektora lehet az AB vektor Zé(— 2; —4; 0), a sik egyik pontja az AB

szakasz felezOpontja: F(0; 0; 3). A sik egyenlete: x + 2y = 0. b) n(—8; —6; —4) vagy n*(4; 3; 2), a

felezGpont F(—2; 1; 3). A sik egyenlete: 4x + 3y + 2z = 1.

3608. AB(7; —1; —5), AC(—4; —6; = 5). n=AB X AC, n(—25; 55; —46), mert

axXb=(ab;—asb,)i+ (ab, —aby)j+ (ab,—ab)k Itt a,=7, a,=-1, a;=-5, b, = —4,
b, = —6, b, = —5. Asik egyenlete: —25x + 55y — 46z = 31.
1

A D(1; 1; z) pontra —25 + 55 — 46z = 31, innen z = — R

3609. Az egyenesnek a sikkal bezart szogét azzal a ¢ szoggel mérjiik, amelyet az egyenes a
sikra es6 merdleges vetiiletével bezar. (3609. abra). Az abra szerint latjuk, hogy ez a ¢ szog az
egyenes iranyvektoranak (v-nek) és a sik normalvektoranak (n-nek) a segitségével kiszamithatd!
¢ =90° — w (3609/1.) dbra), ahol @ a v és az n vektorok hajlasszoge. w-t az n - v skalaris szorzattal
hatdrozzuk meg. n(2; 5; 7), v(3; 4; 2), |n|= /78 ; v= /29 ;

40

J78- /29

w =32,75° ¢ = 57,28°. Ha cos w < 0, akkor az (3609/11.) abra szerint w*-gal szamolunk.

n-v=06+20+ 14 = 40, masrészt n-v=/78 - /29 cosw. Innen cosw =

n 4

MY

Vv
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Két egyenes metszéspontja. Pont tavolsaga egyenestdl, siktdl

11 14 3
3610. a) (=3;5); b)(48); ¢ [7;1; d) ?;_E]; e) P(2;5); ) (=3;2);
6 6 b,c,—b,c, a,c,— a,c, a, b a b
— s (24 D) x= = ha —#—.Ha —=—#—,
g)[S’ 5]’ ) &4 D) x ab,—a,b,’ a,b,— a,b, aaz;éb2 aa2 bz;éc2
a b c
akkor nincs megoldas. Ha L= =L akkor végtelen sok kdzos pont van.

a b, o

3611. a) B(—2; 1), A(5; —2), C(3;5),
(12, 8) (7.1) (16 5) 32055) (25 11) (60 110
Nl |5°5F |90 9of 93 " 6f T Bl |37 37

10
3612. ACNCC,=C(12; —6), ACNAA= A(2; 8), AA,N ccl:s[3; o].

2+b,+12 10 b 4 8+0b,-6 0=b 5 B(—d:—2
_— = = = — —_— = = — — 4 — .
3 3 ! ’ 3 2 , B(—4;-2) .
+
3613. ABNAC=A, A(1;2), ACNCC,=C, C(2;3), CC,nAB=C, C,(3;5), 12 =3,

by+2
S =5.B(5:8). BC: St =3y =1.

2
3614. BBNCC,=5=S [3, 2]. AA, harmadol6pontja: S. A,(3; 2). Tikrozziik S-t A,-re:

§* [3; 2], S"C| BB, miatt S'C: 3x + 5y =26, CC,NS'C = C = C (2; 4). C-t A,-re tiikroz-

ve: B(4; 0).
3615. A(—2; 1) A-t F-re tikrozve B(7; —2),

_ 10y= 15
AC | BD = n(3; ~10), 3¢ — 10y = 41. & 10; - ‘1”}=>D (17:1). AD felezGpontja AI[T; 1],

B-t A,-re tiikrozve: C(8; 4).
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3616. ¢,ne,=B(—06; —6). S a BB, szakasz B,-hez kozelebb esé harmadoldpontja: B,(6;9), B-t
1
B-re titkrozve: D(18; 24). ABCD paralelogramma, AB|CD, m=2= CD: x —3y=—54.

BCnCD=C; )= ‘3‘;“85 }:c(o; 18). BC felezGpontja A,(~3; 6), A4, harmadolépontja S.
2(=3)+x 26+
( 3) =2; 3 Y =4=A4(12; 0).

15 11
3617. A és B pontok koordinatai kielégitik az adott egyenes egyenletét: A(2; 4), B [2; 5].

15 11
2+7+C1 5 4+?+C2 6=C H AB=58; BC=98
= =6=C|—7 —| AB=5.3; =9,8;
3 ’ 3 275

AC=85. AC(3,5; 7.8), AB(5,5; — 12), AC-AB=135-55-78-1,8 =521,

521=98-7,8-cosa = a=284° 5 =060°y =36°

3618. B-t tiikkrozve a szogfelezd egyenesére, B, az AC egyenesére illeszkedik. BB;: n(1; —2),
2c+y=1 575 575

Tx+ 6y=19
2x+y=1 }:>C

-y=1 3 1 B . 11 3) —
x=2y=1. 2x = F|—; — —|- BB, felez6pontja F = B,|—; —|. AB,(6; —7),

n(7; 6), AB;: Tx + 6y = 19.

x+y=11

x+z=11 2x—3y=-18
3619. 2— 3= 18}:> C(3;8); }

x—4y=—19}:>B(5;6); x—4dy=—19
= A(-3; 4). Az ABC haromszog stlypontja és az oldalfelez6 pontok altal meghatdrozott hé-

romszdg sulypontja azonos. S [?’ 6].

- 2x+y+2 . x—2y+2
3620. I megoldds: Az egyenesek normalegyenlete: —————— =0, illetve ————— = 0;

/5 ’ /5

- 2&x+y+2 x—2+2 i i
= = y=x.II. megoldds. Az adott egyenesek és az x tengely meghata-

5o s
rozzak az A(2; 2), B(=2; 0), C(1; 0) haromszoget. Az A-t6l indul6 szogfelezd AB : AC aranyban
osztja a BC szakaszt. AB: BC = 2 /g/g =2:1

BP:PA=2:1,= P(0;0), PA:y =x.
3621. P(2; 0), 0(0; —2). Ay,
=5 egység.

o= 6 10 14 b
3623. cnf ¥ T VT s Mm|——; —|,

x—y=-38 373

10 14 (0;3)

t_S-? 25t By t—25+98—41 \
o2 3’2 2 37 3 3 i >
teriiletegység. v,(—2; 1), v,(1; 1). @ = 71,6°. (-8;0) 0] 1 (6;0) X




506 Az egyenes egyenletei

3624. ¢, ne,, A(—6; —6). Legyen P(3; —3) az e, egy pontja. Hatarozzuk meg Q-t ugy, hogy H
q,+ 6 9= 6

a PQ P-hez kozelebbi harmadol6pontja legyen. 3" 8, 3 - 6= (Q(18; 24). Q ponton
at irjuk fel az e,-gyel parhuzamos g egyenes egyenletét: x — 3y = —54. e,Ng = B,
- 2¢,+ 0
i} _ g;z 185 4}:3 (0; 18), BC szakasz C-hez kozelebbi harmadolépontja H. ! =38,
2¢,+ 18
—5 = 6= C(12;0).
8 7 1 8 7 1
3625. ¢ y=Ex— g; e, y=5x— 1; 12,4 > = 15,2—; és 12,4 > 5~15,2— 1. P az
e, és az e, f0lott van, tehat nincs a haromszogben.
3 36
3626. c;:y=2r+2; e;y=-x+2; ey y=—gx+?;
2 P 2 , ) 36
c->2c+2 és c">—c+2 és c<—§c+?.
l { {

c>1+ 3Uc<1—‘/§, c>1Uc<-2, —3<c<24. fgy-3<c<-2.
3627. AB egyenletey = 0. CD egyenlete x ‘/5 +y (2 - /5) = /E,AB NCD: K(1;0); AK = 1.

3628. ACNAE = A, A(0; 5). A-t tikrozve K-ra: D(4; 1). ACNCE = C, C(1; 0), C-t tiikrozve
K-ra F(3; 6). CENAE = E, E(6; 4), E-t tikkrozve K-ra B(—2; 2).

6-3
3629. A hiaromszog cstcsai: A(2; 0), B(8; 0), C(5; 3). t 450= — = 9 teriiletegység. Mindkét
keletkezd kip sugara 3, magassaga 3. Alkotoja: a = /3*+ 3% =3 ﬁ, 2P = 2rma = 18 /27 te-

2

riletegység. '=2- = 187 térfogategység.

17 17
3630. a) e, Ne, =M, =>5x=—17:>x=—?, behelyettesitve: —?+2y+4=0 =
3 17 3 17 3
= y=——, M|—— — ——|. e;-ba behelyettesitve 5-|——|—7|——

i . h4-
5 10 5 10 6 #0, ezért a ha

1
rom egyenesnek nincs kdzos pontja. b) e, Ne; =M, M [— 3; 3] koordinétdit e, egyenletébe he-

lyettesitve: —15 + 2 + 13 = 0, a hdrom egyenes kdzos pontja M. ¢) Mindharom egyenes athalad
az M (1; 2) ponton. d) Nincs kozos pont.
3631. ¢,:y=x; 62:% + % =1; e;:x—3y=—4, e,Ne,=M, M(2;2). M koordintiit e,
egyenletébe helyettesitve: 2 — 6 = —4, igy mindharom egyenes athalad az M ponton.
3632. 5,: x—4y=-19; s5,:x=1; C,(-1;6) &:(—6; 3) n(1; 2); s.:x+2y=11; Mindha-
rom egyenes atmegy a haromszog S(1; 5) stlypontjan.
3633. A(8;4); B@4:;1); D@2;7); O(0;0); OA(S;4), DB(—2; 6), 04 DA =8,

1

&‘z 80 = 4 5,|ﬁ?‘: 40 =2./10 . -
03] 50 =4 5. D] =2 oot
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;
4/5.2/10 ——
. 1 49 7 OA-DB-sing 520 5/2
sing= [l ——=|—=——, = = = 28 te.
50 50 5/ 2 2
3634. O(x;y), 0,(—1;4), 04(3;2).

B—y=-2 1 _ _
3635.4) ", 5, ; } M[—7, — | 3=y =—13 b)&r—Ty=-9.

-3y=6
3636. q) fm;:O} — 39+ 13y = —6. b) Sx — 3y +20 = 0.
10 >
c) P {—?; =3|, 0(2; 0), PO(16; 9), 9x — 16y = 18.
—y=—1 5
3637. x_zz_s}—zwc=4,y=9,M(4;9),4m—9+4=0=>m=1.

3638 2x ! 2 t 45° t 45° g tg 45 —1
. = a—r = = o — = o+ - = .
y 2 m > 1My g( )7 m, g( )> my 1+ tg a'~tg 45° 3 i
__teared 3 3 3;1 =(1;-3 3y = -10; 1;-3
- 1 _ tg a/tg 450 - _1 - ’ vl( 4 )’ nl - ( ’ )’ X y - s V2( s )a

n,=(3;1), 3x+y=0.

my

Xx+y=b . _b+6  2—6 -6 b+6
3639. _x+2y:6}+=>3y—b+6=>y— 3 , X = 3 , P 3 3
x+y= b ~ _b+2  5b-2
Sx_y=2}+:>6x—b+2:>x— 5 , V= 5
o1 por g [26 b+2) b+6+5b—22 1
= —3 = — =
Q 0 ’ 3 6 3 6 ’
2 2 2
36— 14 14 - 3b 3b— 14 36— 14 2 14
+ =1,2 =1, =t b=—=z2
6 6 6 2
Sx—4y=0 b 5b x—4=0 b
40 3 =Sp|—; —|; 3 =Q|b; —|. PQ=5 = PQ*=25=
36 -y:_zx_,’_b 27 8 > y:_zx+b 74.

2 4 8

3641. ¢:3x—5y=6, f:4x+y + 6 =0. Az e egyenest tiikrozziik az origora. P(2; 0) az e egy
pontja, ennek az origéra vonatkozo tiikorképe P,(—2; 0), n(3; —5), 3x — 5y = —6.

—_ 36 6 —( 36 6
4x + 4y 6}:>M[_2_3;E]; OM —]:>n(1;6):>x+6y=0.

bY (b b)Y
=|b——|+|———| =25=b==8.

“anfia-sy=—6 23023
3642. Tikrozzik az e egyenest P-re. Az e egy pontja Q(0;2), Q,(6;—6). e,:n(1;3),

3 27) —>(24 13
Q(6; 6)=>x+3y=-12.e,Nf=M=>M T P|—; - =n(13; —24).

7 7
n(13; —24). A keresett egyenes: 13x — 24y = 87.
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3643. Vegyiink fel az egyik egyenesen egy P, pontot, a masik egyenesen olyan pontokat, ame-
lyekre a feltétel teljesiil. A keresett egyenesek a P, P, illetve a P, Py egyenesekkel parhuzamos,
az adott ponton 4tmend egyenesek.

Legyen P,(0;8), ekkor P,(1;4), Py(—1;7). P P,(1; —4), n(4; 1), 4c +y =23, P, P;(—1; —1),
n(l; -1),x—y=2.

3644. Legyen P(0;4) az e, tetszGleges pontja. A feltételnek megfeleld e,-n levé pontok:
P,(=2;7), Py(2;3) A keresett P-n athalad6 egyenesek parhuzamosak P, P,-vel, illetve P, P;-mal.
P P,(2; =3)= n(3;2),3x + 2y =26, P P5(2; —-1)= n(1;2), x +2y = 14.

3645 P, P, illetve P,P,-nak azy tengelyre es6 vetiilete 2, ahol P, az e, egyenesre, P, P az e,
egyenesre illeszkedik. P,(—1;2), P(8;0), Py(5;4). P, P,(—=9; 2)= n(2; 9) = 2x + % = 102,
P, P;(6; 2)= ny(1; —=3) =>x —3y = -24.

3646. Legyen P(0;4) az e, egyenes pontja, P,(0;7), P,(=9; 1) az e, pontjai. P, P,(0; 3) =
=n(1;0), x=3, P, P;(9; 3)= n(1; -3),x —3y=—18.

3647. Legyen Q(2; 0) az egyik egyenes egy pontja. QP : PQ, =1:2 = Q,(2;3). Q,-en atha-
ladd, az elébbi egyenessel parhuzamos kimetszi a masik egyenesbdl az M pontot. n(1; —1),

0,(2:3)=x—y=—1 x)-ck_2)))1:1_41} - =>M®4;5), PM (2; )= n(2; 1) = 20—y =3.

3648. Legyen Q az e egyenes egy pontja. Meghatarozzuk azt a Q, pontot, amelyre
QP:PQ,=3:2. AQ,re illeszkedd e, || e egyenes egyenletét felirva meghatarozzuk

1 11
e, Nf = M-et. Amegoldas a PM egyenes. Q(2; —3), Ql[?; | e;n(l;1)=x+y=4.

&+ 3y=7
e N f: x+y=4

3649. AP:PS=3:1.

}=>M(—1; 5); PM(=2; 4)= n(2; 1), 2x +y = 3.

1
3650. ABKA ~DKN'A, DN': AB=DK:KB=1:4, DK = 3 BD. ABPA ~ DNPA,
1 1 1
DN:AB=DP:PB=1:2, DP= 3 BD. Hasonl6é médon kapjuk: BL = 3 BD, BQ = 3 BD.

. 1 2
Igy: PQ=§BD, KP=EBD=> DK:KP:PQ:QL:LB=3:2:5:2:3.
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3651. C(c;9 —c)ahol 0<c<09.

2c 24—c¢ c+12 9-c¢ c 9—-c¢ 2c+6 24—-2c
R I 5Q 5 5 T A 9L(353)7M 5 5
3 3 3 3 2 2 6 6
2 2 5
NC+12'21_C Kl = c 3|+ 9—-c¢ 3 _,/26—18c+45
6 ~ 6 | {2 2 a 2 ’
U 2+ 3—c| o218 +45 v L
- 6 6 - 6 . . - 2-6 - . .
3652. AC:16x + 3y =48, a keresett egyenes: y =m(x + 6). Hax =0,y = 6m = AE = 16 — 6m.
48 — 18m
ACﬂe:16x+3m(x+ 6)=48ﬁx=m. DBC=247 7:4ED=12‘

. _12_116 . 48 —18m _ 6(8 —3m)’
AED™ 14_2( M) 16 - 3m+ 16

2 14
= my=—, my=—. Mivel AE > 0, m;= — nem megoldas. e: 2x — 3y + 12 = (.
3 3 3

3653. AC=40. Bj(4—4/2;3+ 2ﬁ), 32<4 +4/2;3-2/2)
3654. Legyen a rogzitett pont P(a; a), Irjuk fel a P-n 4tmend n(n,; n,), illetve m(m,; m,) nor-
malvektora egyenesek egyenletét. Innen:

=8 —3m)*=20Gm + 16)=

n+n n+n m+m m+m
|——=a; 0|, B,|0; =—=al|, 4,|——=a; 0|, B,|0; ——=a|.
LG ny my my
my+ m, n+n, m+n, m-+m,
A,B, egyenlete: x+ y= : ,
my ny LG my
n;+n, my+m, m+ny, m+m, .
A,B, egyenlete: X+ = : a. Az els6 egyenletet n, - m,-vel, a
ny my ny my

masodik egyenletet n,m,-gyel beszorozva 6sszeadjuk: x +y = 0.
3655. m(x—4) + (3y — 1) =0 akkor teljesiil minden m-re, ha x —4=0 és 3y —1=0. gy

3
3656. Atalakitva az egyenletet: (x — 2y )m> + 3(2x — 6y — 1)m + (3x — 2y + 2) = 0. Minden
val6s m-re akkor igaz, ha van olyan (x;y) szampar, amely kielégiti a kovetkezd 3 egyenletet:

1
x—2y=0,2x—6y—1=0,3x—2y+2=0.EzaP{—l; EJ

1
4; —].

3657. Az atfogdhoz tartozd magassag egyenlete: x = 0. Ay
CB= OB — OC 90°-os elforgatottja BD(c; b).
OD = OB+ BD=0D (b + c¢; b), D(b +c; b). Hasonléan: 2

OTE(a—c; —a), E(a—c; —a), TD(b—i—c—a; b),
nb;a—b—c), AD:bx +(a —b —c)y =ab. 7
BE@—-b-c;—a)n(a;a—b—c),BE:ax+ (a—b—c)y= ‘ >

=ab. A két egyenletet kivonva egymasbol: x =0 (a # b). 4(0) |9 B0y x
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ER 4

=Y

3658. a) Ha P(x; y) kielégiti, akkor a (—x; y), (x; —y), (—x; —y) is kielégiti, igy az abra mind-
két tengelyre és az origora is szimmetrikusx >0, y>0=x+y=5. b) |x|—|y|=4 V]|x|-|y|=
= —4. ¢) Szorzat akkor és csak akkor 0, ha valamelyik tényez&je 0. |x|—2=0U]y|-2=0,
x=+2Uy==2.d) ... e¢) Ha|x| +|y| <2-re v(—1; —1) vektoru eltolst alkalmazunk, kapjuk a
megoldast. f) Elegend6 az els6 negyedet vizsgalni, mert pl. (—x;y)-ra
|=x—=1]|+|=x+1]|+|2y|=|x+1|+|x—1|+|2y|. Ha x=1 és y=0, x—1+x+1+2y<4=
=>x+y<2.Ha0<x<1ésy=0,1-x+x+1+2y<4=>y=<1.

3659. a)x=2ny=x—1; b)y=5—-xNy=x+2=>x<1,5Nn—x+5=yny=35)U
UL5<xn35=<y=<x+2); c¢Jysxny<=—x=>x=<0,y<x; x>0,y<-ux;

YA | x=1
a) b) c)
14 i
OV x o 1 s
A
//"r
3
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/
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/ \ 2
p L Vs
\J/%\@ // v)\%x\\ LI
e / 2 e
o p AN
. 11N
Ng 41 B /,z 1 A\ N
o, U1 1 i of 1 "\ &
5)*/ // \\ L
7 - b
,ﬁ /7
g9) h)
Ay ny
y=3 =3
J%
11 i+
: > z >
0] 1 [ x 0] 1 \<
7/
yﬁ
ﬂ
4 3 2 3 1 3 1 3
S— S x+—nNy<—x——; o] x>—
Yo TS IS AT 7°7) 7
) 3 3 2 M 6 30 6
e)y>— —x+3Ny<—x+2; —
Y7y Y=3 : 3 13) 13
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1)
Ay
y=3 Y
i N
N\ P
\
0 1// J‘(\;x
/ N
7 >
|
7
i
i
7
5
i)
Moy
0/ 1
3 2 3001
—— X+t —<y<—x——;
sYTESYS Ty

3

3 2
x>—§&s —Ex+3<y<—x+2;

7
lx<1nx-3<y< 3U1<x<50x—3 <y <—x+ 4.g) Aszorzat értéke pozitiv, ha mind-

két tényez$ pozitiv, vagy mindkét tényezd negativ; y=3Ny<x—-3Uy<3ny=x— 3. Ebbdl:

x<6Nx—3<y<3vagyx >6N3<y<x-—3.

h) Szorzat értéke negativ, ha tényezdi ellenkez6 elGjeltiek:
ys=3nyz-x+4uUy=23ny=<—-x+ 4.
Ebbol: x<1N3<y<-—-x+4Ux>IN—-x+4<y<3.
i) Szorzat értéke negativ, ha tényezdi ellenkez6 elgjeltiek:
y=<x—-3ny<—-x+4vagyy=x—3ny=—x+4.Eb-

b6l hax <3,5, akkory<x —3Uy = —x + 4, hax > 3,5, ak-
kory<s—x+4uUy=x-3.

1
3660. y2—2x+6,y2—5x+ 3,y=1,x=0,

5
k=5+6y,5x+6y=0=>y=~— gx.kminimélis, haaze’
egyenes athalad a P(2; 2) ponton. Ekkork =5-2+6-2=22.

Ay
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Ay
100 1
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3661. Legyen x darab az A tipusii szendvicsbol, y db a B ti-

(80;60)

(¢
oL b‘
o[y x
A7
10+ (40;20) \
0 x
N

pusubdl. Ekkor 3x +2y <120, 3x +y <100, 2x + 5y <200,

X
7 + % <20,x=0,y>0. Keressiik azx + y = d maximumat.

Az egyenesek metszéspontjai:

3x+ 2y =120

X Y =x=20, y=30
_+_:20 ’ ’
4 2

3x+2y=120

3x+y=100

parhuzamos egyenest legfeljebb a D pontig tolhatjuk. Igy
d o = 20 + 30 = 50.

3662. Ha az A tipust ruha elkészitéséhez x perc, a B ti-
pustéhoz y perc kell, akkor x=0, y=0, 3x + 3y <420,
x + 4y <440, x < 80. a) 600x + 300y = a maximalis, ha x = 80,
y =060, a,,. = 66000 Ft; b) 4500x + 5000y = b maximalis, ha
x=40, y=100, b, =680000 Ft; c)600x + 300y =a és
X +y = ¢ maximalis, ha x = 80, y = 60. Mindharom kovetel-
ményt egyszerre kielégitd program nem létezik.
3663. Legyen x db A tipusy, y db B tipusi munkadarab.
Ekkor 0<x <45, 0<y <40, 2x +y <100, x +y < 60. A nye-
reség: 50x + 100y = a maximalis, hax = 40,y = 20. A maxi-
milis nyereség: 4000.
3664. a) Allitsuk el6 az adott egyeneseket paraméteres
alakban. Az elsd egyenletb6l x = 4 + 5¢,, y = =3 + 4¢,,
z =1 + 2t,. Amiésodik egyenes paraméteres egyenlete:
x=-3+3t,,y=-3,z=—1. Akét egyenes pontosan akkor
metszi egymast, ha létezik olyan ¢, és t,, amelyre a
4+5t,=—3+13t,
=3 +4=-3,
1+2t=-1.
A harmadik egyenletbdl #;, = —1, a masodik egyenletbdl
t, =0, tehat az egyenletrendszernek nincs megoldasa. A két
egyenes kitéro.
b) A paraméteres egyenletrendszerekbdl 8 — 5t =4 + 2t,,
4+ 2t =4 —t,,3t, = —4 — 2t,. Afelirt egyenletrendszernek
van megoldasa: t, = 4,¢, = —8. Akét egyenes metszi egymast.
Az M metszéspont koordinatai:x = =12,y =8,z = 12.¢) A
két egyenes kitéro.
3665. Az egyenes paraméteres egyenletrendszere:
x=1+2t,y = -2+ 3t,z = 2t. Innen leolvashatjuk az egye-
nes irdnyvektoranak koordinatait: v(2;3;2). A sik normal-
vektordnak koordindtdi: n(1; —1;2). n-v =3 # 0, az egyenes
nem parhuzamos a sikkal, tehat metszi a sikot. ¢-re felirhat-
juk a kovetkezd egyenletet:
(1+2t) = (=2 +3¢) +2(2t) = 0. Innen ¢t = —1. Az egyenes a
sikot az M(—1; —5; —2) pontban metszi.

80
}=>x=?, y=20. Az x +y=0 egyenessel

egyenletrendszernek van megoldésa.



Parhuzamos és merdleges egyenesek 513

3666. Az egyenes a sikot az M(5; 9; —17) koordinataju pontban metszi.

3667. a) Az adott sikok normalvektorai n,(3; —2; 1), n,(1; —2; 3) nem parhuzamosak, azért a
sikok sem parhuzamosak, tehat van metszésvonaluk. A metszésvonal v iranyvektora meréleges
mindkét sik normalvektorara, azért v-nek valaszthatjuk a normalvektorok vektorialis szorzatat.
n, Xn, = —4i — 8j — 4k, a v vektor koordinatai: (—4; —8; —4) vagy v(—1; —2; —1). A metszésvo-
nal egyik pontjat ugy kapjuk meg, ha keresiink olyan pontot, amelynek koordinatai mindkét sik
egyenletét kielégitik. Legyen példdul a z = 0. Akkor {3§ - %; (7 Innenx=2,y=1.b) Amet-
szésvonal iranyvektora: v(—1; —2; —1), egyik pontja: P(2; 1;0). A metszésvonal paraméteres

L-y

egyenlete:x =2 — £,y =1 — 2,z = —t, innen 2—x=T=—z.

3668. Oldjuk meg az adott sikok egyenleteibdl allé egyenletrendszert.
309 269 123 ]

188° 188 188

Parhuzamos és merbleges egyenesek

3669. a)n(1;2), n,(1;2)= parhuzamosak; b) parhuzamosak; c¢)n,(1;2), n(—2; 1),
n, n, = 0= merdlegesek; d) n1<ﬁ; 1), n2<ﬁ; - 2), n, n, = 0 = merdlegesek;

3

g; my,=— 3 = parhuzamosak; f) m;=— 3 >
gesek; g) n,(4; —5), ny(8; —10), n, = 2-n, = parhuzamosak; #)n,(5; —6), n,(12; 10),
n, n, = 0 = = merdlegesek.

e) m=— m,= m,-m,=— 1= merdle-

2
3670. a) p=8; a=76°.b) p+2/6; a=+678.c) p=—-—; a=218

5 15’
d) p =—7; a=31°¢) p=2, p2=—§. a,=36,9°; a,=—14°.
b b, b+ b, b b
3671- m1=——, m2=—, m3:——, mlzmzzm:‘:}—:_'
a a, a+a; Sooa
a+?2 a+?2
3672. m,=— A két egyenes parhuzamos, ha m, =m, és

a+3b2+5’m2=2a+b—2'

a+?2
- - ¢ +3b+540, 2a+bh-2#40=——
i3 +57 mrb_2 & ¢ 70, 7 At 15

arz 2 beR-1; 6 - b=—(a+1), ahol ae R\ |, tovibba
- 0= g —1- PR _-— -
w b2 a ,be ;63 vagy 4(a ), ahola € 5 , tovabba,
= 11 12 4
ha ga++3lb7 i— g _ 8}=>a =5 b=- 5 Egybeesik a két egyenes, haa = -2, b = 3

2 3
3673. a)p=-1; b)§~(—p)=—1=>p=5; ¢)p=—1, d)n(Gp+21-4p),

1
n,(5p—2p+4),n n,=Cp+2)Sp-2)+ (1 -4p)p+4)=0=p,=0,p,=1; e p3-



